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Modul: Inkludering och delaktighet — 1drande i matematik
Del 5: Begrepp och representationer

Begrepp och representationer

Helena Roos, Linnéuniversitetet och Lena Trygg, NCM

Alla elever har nytta av att kunna se monster och strukturer i den matematik de moter pa
lektionerna. Det medfdr att eleverna kan féra och folja sina egna resonemang med
utgingspunkt 1 det de faktiskt kommer ihag, istillet for att enbart memorera en ling rad
regler som kan te sig ganska meningslésa om det inte finns tydliga samband mellan dem.

En forutsittning for att utveckla sin férméga att se samband dr att forstd och kunna hantera
matematiska begrepp. Forstielse for begrepp bygger i sin tur pa att elever kan anvinda flera
olika representationer av ett och samma begrepp pa ett flexibelt sitt och att de obehindrat
kan vandra mellan de olika representationerna. Att representera och uttrycka ett
matematiskt begrepp pa olika sitt och pa skilda nivaer dr dirmed bade ett medel och ett mal
for att varje elev ska utveckla och fa férstaelse f6r begreppen. Det dr vil anvind tid att ge
elever i svarigheter extra stéd och mer tid £6r begreppsutveckling. Detta f6r att de ska bli
sikra pa att gd mellan olika representationer och efter hand kunna uppticka och f6rstd
samband mellan matematiska begrepp. Att halla sig till en representation eller ett sitt att
16sa en viss typ av uppgifter pa kan tyckas bra — ”dd kan de 1 alla fall ett sitt” — men det
visar sig allt f6r ofta leda in i dtervindsgrinder. For elever som enbart fitt méta tal i
sammanhang ddr likhetstecknet férekommer i betydelsen ”blir” eller “nu kommer svaret”,
och kanske klarar det bra sa linge det framgar tydligt vilket riknesitt det handlar om och
talomradet dr begrinsat, blir det betydligt svarare och allt f6r ofta fel i uppgifter dér
likhetstecknet ska uppfattas som ”dr lika med”, som 7 =5 + _ eller 120 + _ = 110 + 30,
jimfort med om eleverna kan se de ingdende talens uppdelning eller placering pa tallinjen
direkt i huvudet eller med hjilp av plockmaterial eller bilder. Ar de dessutom vil medveten

om riknesittens samband kan de ocksa kontrollrikna effektivt.

Vad ér ett begrepp?

I grundskolans kursplan f6r matematik, liroplan och kommentarmaterial savil som 1
forskningslitteratur, anvinds ordet begrepp frekvent men ménga gianger utan att det tydligt
skrivs fram vad som menas med ett begrepp. Det limnas alltsa till lisaren att géra sin
tolkning av ordet. I Nationalencyklopedin férklaras ordet begrepp med “det abstrakta
innehallet hos en spriklig term”. Ett matematiskt begrepp har séledes ett abstrakt
matematiskt innehdll. Ett matematiskt begrepp ér inte £6r evigt definitivt, exakt, absolut och
klart avgrinsat — tvirtom kan det férdndras och utvecklas 6ver tid i takt med att
matematiken och dess anvindning utvecklas. Begrepp ar minskliga tankekonstruktioner
och kan betraktas som matematikens byggstenar. Ett matematiskt begrepp kan vara ett
matematiskt objekt som en kvadrat, en process som subtraktion eller en egenskap som volym.
Med exempelvis begreppet addition avses det abstrakta innehdll vi ligger i bendmningen
addition eller med andra ord — vad vi menar med addition.
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Eftersom ett matematiskt begrepp dr en tankekonstruktion behévs nagon form av
“etiketter” for att vi ska kunna kommunicera med och om det. Begreppet maste uttryckas
pé nagot sitt och dirmed representeras visuellt, verbalt eller i handling. Det dr i praktiken
sillan uppenbart vad som kommer férst — sjilva begreppet eller olika sitt att uttrycka det,
det vill siga att representera det. Tink pa begreppet positionssystem. A ena sidan kan man
definiera positionssystemet med en exakt matematisk beskrivning som “talsystem dir en
siffras virde beror pi dess plats (position) i representationen av ett tal”. A andra sidan
stoter elever pa tal uttryckta med hjilp av positionssystemet och utforskar dess betydelse
langt innan de kan sigas ha en firdig abstrakt idé om vad det betyder och innebir. De erfar
dagligen olika tal med bédde en och flera ingiende siffror — sjilva anvinder de linge bara en
siffra ndr de skriver hur manga ar de dr medan 4ldre syskon och forildrar maste ha tva
siffror for att skriva hur gamla de dr — innan de férstar sjilva begreppet. Exemplen kan
gbras hur omfattande som helst och sirskilt riktigt stora tal med manga siffror fascinerar
ofta barn. Likasa talet noll fascinerar och bor behandlas ingiende 1 undervisningen. En
orsak till matematiksvarigheter kan vara nir en elev enbart uppfattar noll som “ingenting”
och inte ser hur viktigt detta ”ingenting” dr dé det anger tomma platser i positionssystemet.
Nir eleverna arbetar med begrepp i skolan behéver deras tidigare erfarenheter dirfoér
beaktas och kopplas till undervisningen kring det aktuella begreppet. Som ett stéd f6r
larares planering kan foljande begreppstavla anvindas (Figur 1).

Egenskaper hos begreppet Hur begreppet kan representeras

s0m jag ska ta upp i min undervisning

Begreppet: ...

Relationer till andra begrepp Definition av begreppet

Figur 1. Exempel pa begreppstavla.

Begreppen representeras med hjélp av olika representationer

Representation av begrepp kan ske med ord, bilder och andra symboler, eller med

situationer och olika konkreta material.

Begreppens egenskaper och definition

I det hir sammanhanget betraktas egenskaper synonymt med vilka kidnnetecken eller vilken
beskaffenhet ett begrepp har. Vilka egenskaper hos begreppet som ska tas upp beror pa
undervisningens syfte och mal. Elevernas férkunskaper och tidigare erfarenheter av begreppet
pekar pd vilka (extra) anpassningar liraren bor géra. En egenskap hos addition 4r att det inte
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spelar nagon roll i vilken ordning talen adderas, kommutativa lagen, och att det dr giltigt f6r
alla tal oavsett hur ménga siffror de uttrycks med. I en definition férséker man sd exakt som
moijligt att precisera vad som utmirker det aktuella begreppet, sd att det ocksa gr att sirskilja
fran andra begrepp. Egenskapen att en differens i subtraktion inte dndras om béada termerna
flyttar lika manga steg (12 — 8 = 10 — 6) kan exempelvis inga i en grundliggande definition
av begreppet subtraktion och kan visas vara giltigt dven for tal uttryckta i hundratal eller
tusental (1200 — 800 = 1000 — 600). De matematiska begreppens egenskaper kan ocksa
faststillas genom att man genomfor ett bevis, till exempel visar att summan av tre
konsekutiva, direkt pa varandra féljande, tal dr delbar med tre, dven det giltigt f6r tal
uttryckta med flera positioner.

Relationer till andra begrepp

Varje matematiskt begrepp relaterar direkt till andra matematiska begrepp. Det finns
exempelvis en stark relation mellan positionssystemet och enheter. Begrepp kan dven med
tordel jamforas och en aktivitet att ofta dterkomma till 4r att géra eleverna uppmarksamma pa
vad som ir lika och vad som skiljer. Med utgangspunkt i positionssystemet kan berikningar
som gors med olika matematiska representationer, exempelvis med standardalgoritm
respektive nagon form av skriftlig huvudrikning, jimféras. Eleverna kan dé se hur siffrors
placering i positionssystemet avgor dess virde oavsett vilken berdkningsmetod som anvinds.
Ett begrepp kan ocksa ha vagare eller kanske inte lika synligt samband med andra begrepp.
For elever som nyligen borjat bli bekanta med begreppen omkrets och area ir inte
sambanden till begreppen addition respektive multiplikation omedelbart synliga och
anvindbara. I de fall dé lirare mirker att en elev har ”6ar av kunskap” kan det vara ett
tecken pa att eleven inte uppfattar samband mellan olika begrepp.

Begreppsutveckling

Begreppsutveckling kan ses som en pagiende process for att successivt uppticka och lira
sig vad som ér gemensamt eller utmarkande for ett begrepp. Nar sma barn lir sig vad som
ir karaktiristiskt f6r det som kan betecknas med begreppet stol eller elever lir sig kinna
igen begrepp som addition eller omkrets, dr det exempel pd begreppsutveckling. Det
handlar om att forsta ett begrepp i en sidan mening att man obehindrat kan anvinda sig av
det i rimliga sammanhang. Redan i f6rskolans liroplan (2016) talas det om f6rmaga att
urskifja, uttrycka, undersika och anvinda matematiska begrepp. Elever lir sig allt eftersom att
urskilja och formalisera begrepp ju mer erfarna de blir och desto mer undervisning de far.
Begreppen forfinas, nyanseras och ges en alltmer exakt och precis innebérd och kan
relateras till annu fler begrepp. Genom god undervisning och mdéijlighet till manga
diskussioner om hur eleverna uppfattar olika matematiska begrepp, kan de férfina och
nyansera sin bild av begreppen. Det dr ett skil till varfor det ar betydelsefullt att avsluta
lektioner eller aktiviteter med att lita eleverna sammanfatta vad de har upptickt, uppfattat
eller kanske inte forstatt. Ibland 4r det diskussion i helklass som gor att missuppfattningar
lyfts fram och kan forebyggas eller att elever ser samband, vid andra tillfallen kan enskilda
bildmassiga eller skriftliga dokumentationer vara mer férdelaktiga. Huvudsaken ér att
”sidcken knyts thop” pa ndgot sitt. Det dr ofta svirt att dndra en felaktig bild av ett begrepp
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som har blivit befist, som nir elever fitt missuppfattningar som “det blir alltid st6rre nér
man multiplicerar” eller ’det finns bara ett tal mellan 2 och 4”.

I forskning och diskussion kring lirande 4r Lev Vygotskijs teori om begreppsutveckling ett
fundament. Hans teorier handlar om begrepp i en vidare och mer generell mening, inte
specifikt matematiska begrepp, men tankarna ér direkt 6verférbara till detta sammanhang.
Vygotskij menar att begrepp hjilper till att systematisera och att hélla ordning i det sociala
och materiella kaos som rdder runt oss. Begrepp speglar den underliggande teorin om hur
ting kan grupperas, hur de hinger samman, vilka férhillanden de har till varandra och vilka
gemensamma egenskaper som finns. Att lira sig ett begrepp betyder siledes att olika
erfarenheter av begreppet binds samman och att f6rstd grundprinciperna samt relationen till
andra begrepp. Elever i matematiksvirigheter kan ha svirt att binda samman olika
erfarenheter av begrepp for att forstd grundprinciperna. Undervisningen behéver lyfta fram
kopplingar mellan erfarenheter av ett begrepp och synliggéra sambanden, exempelvis med
stod 1 den tidigare beskrivna begreppstavlan. Elevers egen dokumentation kan anpassas sd
att den enskilde elevens begreppsutveckling blir synlig f6r sivil eleven sjilv som for liraren
som i sin tur kan anvinda dokumentationen i formativt syfte. D4 kan elevens kunskap om
ett begrepp lagras i lingtidsminnet och skapa befist forstaelse, istillet for att korttidsminnet
belastas med en mingd enskilda och isolerade faktauppgifter.

Sprak och begrepp

I matematikundervisningen behdver formellt matematiksprik uppmirksammas och
diskuteras i relation till informellt vardagligt sprakbruk. Malet ir att eleverna ska utveckla
sitt formella matematiksprak och forsta skillnader och likheter med det vardagliga spriket.
Dock ir det viktigt att beakta att elever inte alltid har ett vardagssprak kopplat till ett
begrepp, men de kan dndé utveckla ett matematiskt sprak. Hir bor liraren vara noga med
att inte 6verbelasta £6r en enskild elev som utvecklar sitt vardagssprik samtidigt med sitt

matematiska sprak.

Elever har olika férutsittningar och bakgrund. Detta gor att det dr stor variation i
klassrummet gillande kunskap om och forstielse f6r begrepp. Idag kan skolan behdva ta ett
storre ansvar — jamfort med tidigare — att ge elever mojligheter att utveckla begrepp, bade
vardagliga och vetenskapliga och relationer diremellan. Ndgra omridden som bor
uppmirksammas extra dr tid och massa/vikt som idag blir allt mer abstrakta begrepp pa
grund av den digitala utvecklingen. Lirare bor dven reflektera 6ver anvindandet av pengar
som representation, da pengar i sig dr en abstraktion med bade virde och antal, samt att
pengar i form av sedlar och mynt inte alls anvinds i samma utstrickning som tidigare. Om
elever ska skapa forstdelse for formella matematiska begrepp maste de fa erfarenheter av
begreppet. Ett sitt att skapa erfarenheter dr att presentera begrepp pé olika sitt i
undervisningen och medvetet anvinda bade vardagliga och matematiska ord. D4 kan elever
och ldrare skapa ett gemensamt spriak och gemensamma referensramar som liraren sedan
kan bygga den fortsatta undervisningen pa. Vid aktivt arbete med diskussioner kring ord
och begrepp kan eleverna sjilva uppticka nya ord och utdka sitt ordférrad i relation till
matematiska begrepp. Hir kan fragor som Vad beter...2 Vad betyder ...2 Hur kan man
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Sforklara ...2 Finns det ndgot annat ord for ...2 Varfor beter det ...72 vara till god hjilp vid
elevdiskussioner, i undervisningssituationer och da eleverna sjilva dokumenterar sitt
larande.

Medvetenhet om sprikets betydelse blir sirskilt viktigt vid undervisning i méangkulturella
grupper, dir lirare och studichandledare behéver vara explicita med att definiera
matematiska begrepp och dven diskutera begreppen tydligt si eleverna férstar nyanserna i
begreppen. Eleverna maste forsta att matematiska begrepp kan ha en helt annan betydelse i
en annan kontext, till exempel betyder ett bevis en sak i en tv-deckare och en annan sak i
matematik, och begreppet volym som betyder en sak i samband med musik betyder
vanligtvis ndgot annat pa en matematiklektion. Det gér inte att ta f6r givet att eleverna
forstar nyanserna i begreppen, utan en tydlig undervisning behéver behandla dessa begrepp
sd att alla elever forstar de underférstidda skillnaderna f6r att 6ka deras tillginglighet till
matematik.

Representationer

Lirande 1 matematik kan beskrivas som en kumulativ process dir eleverna stegvis far
tillgdng till allt fler och mer avancerade representationer och férstar hur de hor samman,
hur de kan anvindas och hur de kan uttryckas. Att kunna beskriva och anvinda ett begrepp
pa flera sitt med olika representationsformer dr tecken pd god begreppstérmiga och
funktionell begreppskunskap. For att kunna tinka pa och kommunicera ett matematiskt
begrepp maste det vara representerat pa ndgot sitt eftersom matematiska objekt i sig dr
abstrakta. For att beskriva detta férekommer 1 Sverige orden uttrycksformer,
representationer och representationsformer, ibland synonymt och ibland ldggs lite olika
betydelse in i dem. I matematikdidaktisk litteratur anvinds frimst ordet representationer for

att beskriva hur ett matematiskt begrepp kan kommuniceras.

Vad ar representationer?

En representation dr ndgot som med avsikt anvinds eller utformas for att i tanke, handling
eller kommunikation ersdtta det man syftar pa. Ett matematiskt exempel ar att vi anvinder

siffror nir vi arbetar med tal. Siffran stir dir iszillet £Or sjilva talet som man inte kan se, men

som man férvintas associera till. Tecknet ”3” dr en symbol for talet tre, medan tecknet ”’m”
ir symbol fOr ett irrationellt tal lite stérre dn tre. Tecknet dr som ett “namn” pa begreppet
pi. En representation kan alltsd vara en symbol, en bild, ett objekt eller ndgot annat som
representerar ett matematiskt objekt. Andra exempel pa detta dr symbolerna 1 och 0 eller
fem prickar pa tva tirningar. Bida fallen representerar talet tio, men med tvé olika former
av representation, symboler respektive bild. Ett sitt att beskriva dessa former ir att dela in
dem i olika register som innehaller en uppsittning representationer som 4r nira relaterade
till varandra. Ett exempel pd ett sidant register dr det ikoniska registret som innehaller
skisser, bilder och ménster. Ett annat ér det symboliska registret som innehéller symboler sa
som siffror, olika matematiska tecken och bokstiver.

Definitioner av begreppet representation kan variera nagot i ordalydelse men det handlar

alltid om att representationer ersitter ndgot och star i stillet f6r nagot annat och att varje
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form av representation i nagon grad ir en abstraktion. Representationer kan dessutom ha
dubbla roller, de kan ses som en konkretisering av abstrakta matematiska begrepp samtidigt
som de representerar verkliga objekt. Ett laborativt material som markérer kan fungera som
en konkret modell f6r abstrakta tal nir de anvinds for att visa relationen mellan exempelvis
jamna och udda tal. De kan dven anvindas for att modellera verkliga situationer, som nir

ett visst antal markorer representerar motsvarande antal foremdl eller personer.

Varfér ska elever arbeta med representationer?

Av tradition har representationer i form av symboliska uttryck linge varit en dominerande
del av skolmatematiken. I undervisningen framstar representationer olyckligtvis ibland som
att de dr helt fristdende. Tidigare var det inte ovanligt att det pa ett prov stod tydligt
framskrivet med vilken representation en uppgift skulle 16sas, exempelvis addera eller still
upp en tabell. Ett sidant synsitt innebir att kraften och nyttan med representationer som
redskap f6r lirande i matematik begrinsas. Idag 4r det mer vanligt att elever uppmuntras att
visa med flera olika representationer hur de I6ser en uppgift eller da de forklarar hur de
uppfattar ett begrepp.

For att kunna hantera olika representationer av matematiska férhillanden behéver en elev
kunna forsti representationen, det vill sdga kunna avkoda och tolka vad den avser att ersitta,
anvinda sig av olika slags representationer av matematiska begrepp som exempelvis ar
visuella, verbala, symboliska, algebraiska, geometriska, grafiska, i form av diagram och
tabeller eller konkreta objekt. Eleven behéver dven kunna uppfatta inbordes £gpplingar och
samband mellan olika representationsformer och ha kinnedom om deras styrkor och
svagheter samt kunna wi/ja bland och dversatta mellan olika representationsformer beroende
p4 situation och syfte. Denna korta sammanfattning visar tydligt hur komplext det dr att
lira sig anvinda representationer pa ett fruktbart sitt. Det tar mycket tid och mdéda 61 alla
elever och elever i matematiksvarigheter behdver allt stéd de kan fa f6r att kunna bringa
ordning och kunna anvinda olika representationer som ett stéd i sitt lirande. Ett
Overgripande och medvetet fokus pa att lyfta fram olika slags representationer och att
anpassa dem pa olika sitt till olika elever kan underlitta f6r att fi alla elever inkluderade i

matematikundervisningen.

Det dr med andra ord nédvindigt att anvinda olika former av representationer i
undervisningen for att nd varje elev. Eftersom forstielse f6r olika former av
representationer och 6versittning mellan dem 4r avgérande for att lira sig matematik, kan
man till och med sdga att lirande sker nir elever kan vandra mellan olika register. Manga
elever dr mer bekvima med att 6versitta mellan representationer inom ett och samma
register an mellan olika register. For elever som dr vana att hantera laborativa material kan
det vara enklare att visa uppdelning av talet fem med markérer (Figur 2) dir de bada
sidorna dr i olika firg, parkera fem leksaksbilar pa tva olika sidor pa p-platsen eller fordela
fem mynt i tva byxfickor, dn att skriva 5 som 1 + 4, 2 + 3 eller 5 + 0. For elever ovana vid
att anvinda konkreta representationer kan det omvinda gilla. For bada grupperna kan det
uppsta svirigheter om de istéllet ska gora bildmassiga representationer och visa med hjilp
av informella symboler, som att rita ett kryss for vatje bil eller mynt respektive siffror. Det
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ar inte heller sdkert att alla elever f&rstar Gversittningar mellan olika representationer, utan
de behéver mycket tydlig vigledning mellan olika former av representation, bide inom och
mellan olika register. Samtidigt behdver liraren vara vaksam pa hur eleverna tar emot
undervisningen med hjilp av flera olika representationer s att inte for médnga olika former
presenteras for titt inpa varandra och forvirrar istillet fOr att fértydliga.

Figur 2. Exempel pa representation i form av markérer.

Betydelsen av att elever ges méjlighet att méta och arbeta med olika representationer i
matematikundervisningen dterspeglas tydligt i aktuella styrdokument. I kursplanen f6r
matematik skrivs det fram att en f6rméga som eleverna ska utveckla dr att ”anvinda
matematikens uttrycksformer fOr att samtala om, argumentera och redogdra f6r
fragestillningar, berdkningar och slutsatser.” Detta exemplifieras i kommentarmaterialet till
kursplanen i matematik:

Nir det giller formagan att anvinda matematikens uttrycksformer for att ommunicera
ar ntgangspunkten i de tidigare arskurserna enkla beskrivningar av tillvigagangssitt med
konkret material, bilder, symboler och andra matematiska uttrycksformer.

I senare darskurser och pa de higre betygsnivderna stills krav pa att eleven beskriver
tillyagagangssatt med mer precisa och vélutvecklade matematiska uttrycksformer och okad
grad av anpassning till syfte och sammanbang.

Darfor racker det inte att enbart rakna med siffror och bokstiaver i en lirobok utan eleverna

miste under hela sin skolging fa arbeta med fler representationsformer som att

*  underska med laborativa material, ’penna och papper” eller digitala
hjdlpmedel
*  med ord (vardagliga ord och matematiska termer) tala och skriva matematik

* anvinda bildsprik, med allt ifrin egna informella skisser till professionellt
framtagna illustrationer

*  exemplifiera med hjilp av verkliga och fiktiva situationer i ndrmiljé och
omvirld
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*  beskriva sina tankegangar med hjilp av, f6r kunskapsnivan limpligt,
matematiskt symbolsprak.

Vardagliga ord

Laborativa material Ord A

Bild

Situationer Matematiska symboler

Figur 3. Fem uttrycksformer. Bilden 4r en omarbetad uppdelning utifrin Richard
Leshs schematiska bild 6ver representationer och deras kopplingar till varandra.

I Figur 3 omfattar Ord bade informellt vardagssprik och formella matematiska termer. Bade
Ord och Symboler kan férekomma i savil tal som skrift. Ett sitt att tolka den omarbetade
bilden (Figur 3) dr att se pd den frin vinster till h6ger, dir tanken da dr att
representationerna i nigon mening gar fran det konkreta via bilder till det allt mer abstrakta.
Man kan ocksa vilja andra sitt for uppdelning och benimning, som exempelvis fysiska,
bildliga eller grafiska, verbala, numeriska och symboliska uttrycksformer.

Idéerna om att matematiklirandet utvecklas genom elevers méte och arbete med olika
representationer har funnits linge och utvecklas fortfarande. I ménga studier refereras till
den amerikanske psykologen Jerome Bruners (1960) tre representationsnivder som
beskriver en progression frin en handlingsbaserad konkret niva till en symbolisk och
abstrakt nivé:

1. Pa den handlingsbaserade nivan ir eleven fysiskt aktiv; manipulerar, konstruerar
eller arrangerar féremdl frin den verkliga virlden. Denna niva dr den mest
konkreta och hir grundlidggs begreppen, men de existerar bara sé linge eleven
kan relatera dem till den verkliga virlden. Om eleven fir moijlighet att utveckla
begreppen kan dessa sd sminingom bli abstrakta och funktionella di eleven
nér den symboliska nivan.

2. Den bildmissiga eller ikoniska nivan identifieras genom att den representerar
hindelser i den verkliga virlden genom beskrivande former som till exempel
verbala formuleringar eller bilder av olika slag.

3. Den symboliska nivan dr den mest sofistikerade och bygger pi att eleven, vid
lirande av ett givet begrepp, har erfarenheter fran de bada féregiende
nivaerna. Karaktiristiskt f6r denna niva dr att all manipulation sker med
symboler helt oberoende av de handlingsbaserade och bildmassiga

representationerna.
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Jamtor dessa nivaer med de tidigare nimnda registren med olika representationer och
skissen ovan. Sitten att se pd representationer aterspeglar varandra vil. Nir undervisningen
ar planerad sa att elever hanterar laborativa material, bilder och andra representationer
uppstar det ofta diskussioner om matematikinnehallet vid 6vergangar och Gversittningar
mellan representationerna, vilket kan underlitta fOr lararen att uppfatta elevers tankegangar
och fa tillfillen att ”se” hur de tinker. For en elev som kan tyckas ha en vilutvecklad
symbolisk férstaelse kan det vara ldtt hint att hoppa 6ver de tva forsta stegen, men det
finns da en risk fOr att eleven inte har nigon bildmissig representation att falla tillbaka pa,
om eller ndr svirigheter uppstir pd den symboliska nivin. Sdledes bor alla
representationsnivier beaktas pd samtliga skolstadier. Detta ir giltigt f6r alla elever men
sarskilt viktigt for elever i matematiksvarigheter. Ett sitt att undersdka en elevs forstielse
for de tidigare nivderna dr att be att han/hon ska konkretisera, till exempel visa ett

symboliskt uttryck med en illustration eller ett konkret material.

Representationer, pa olika nivaer och i skilda register, som anvinds i lektionsaktiviteter
fungerar inte bara som en link frin det konkreta till det abstrakta, de kan ocksé fungera
som en link for att hjilpa elever att tillimpa abstrakt matematik i konkreta situationer. Den
dubbelriktade vigen skriver exempelvis Gerald Goldin och Nina Shteingold (2001) fram
som en viktig aspekt av representationer (Figur 4). For att stegen mellan konkret och
abstrakt ska kunna tas behdver broar byggas 1 undervisningen och liraren behéver noggrant
och medvetet vilja aktiviteter och material som gor att elever fir méta och anvinda olika
representationer. Om en elev kan 19sa ett problem praktiskt och konkret men inte abstrakt
och symboliskt behéver eleven fa ytterligare stdd att gi fran det konkreta mot det abstrakta,
men dven tillbaka frin det abstrakta till det konkreta.

/_\

konkret abstrakt

Figur 4. Illustration av dubbelriktad vig mellan det konkreta
och det abstrakta (Goldin & Shteingold, 2001).

Hur kan arbete med representationer ske?

Det enda sittet att f4 befést tillging till matematiska representationer 4r att bli bekant med
dem, se dem, kinna pa dem, prata om dem och anvinda dem i olika uppgifter. Genom att
kombinera olika representationer begrinsas eleven inte av styrkor och svagheter i en
representation, utan kombinationen kan gora att eleven far stdd 1 sitt lirande. For att kunna
utnyttja férdelarna med flera representationer miste eleven forsta férhallandet eller
sambandet mellan dem. Om representationer visas i olika register kan elever med begrinsad
forstdelse fOr representationer fd svarigheter att se deras inbordes férhallanden. Dirfor bor
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undervisningen planeras s att olika representationer pavisas och eleverna far erfara
relationerna mellan dem si att matematiken blir tillgénglig f6r alla elever i klassen.

En enskild representation, som ett arrangemang av kuber, en geometrisk konstruktion, ett
talménster, en graf i ett koordinatsystem, en tabell, en ekvation eller en formel, kan inte
fungera och vara meningsfull pa egen hand utan maste alltid ingd i ett stdrre system dér dess
mening och konventioner har etablerats. Systemet maste ocksa ha en struktur sa att olika
representationer dr starkt kopplade till varandra. Ett sitt att se pa representationer, bland
annat for att bittre forstd de kognitiva hinder ménga elever har dd de ska tilligna sig vissa
matematiska begrepp, dr enligt Goldin och Shteingold att dela in dem 1 externa och interna
representationer:

*  externa representationer utgir frin matematikens konventionella symbolsprik,
till exempel sittet att notera i tiobassystemet, den formella algebraiska

notationen och hur tallinjen och koordinatsystem anvinds

*  interna representationer ir exempelvis elevens personliga symbolkonstruktioner,
eget sprik, visuella bilder och férhallande till matematik.

De framhaller att interaktionen mellan interna och externa representationer dr fundamental
tor ett effektivt matematiklirande; att eleverna far mojlighet att utveckla dndamalsenliga
interna representationer som sedan ansluter till de externa representationerna. Jamfér med
de forklaringar eleverna i modulens inledning gav uttryck f6r da de skulle beskriva hur deras
inre talrad ser ut.

Goldin och Shteingold anser att det finns méjlighet att 6ka antalet elever som lyckas vil
med skolmatematiken. De menar att elevers begrinsningar for att f6rstd matematik, utan att
for den skull férneka existens eller betydelse av olika f6rmagor, inte i forsta hand ar
medfédda. Begrinsningarna dr snarare ett resultat av att deras inre system av
representationer bara dr delvis utvecklat och didrmed kan medféra hinder, svarigheter och
missuppfattningar. De hivdar att ett grundldggande mal f6r matematikundervisningen ar att
lita eleverna utveckla effektiva inre representationer som dr samstimmiga med de externa
representationerna. Goldin och Shteingold tror inte det 4r en tillfallighet att
matematikdidaktiker redan tidigt var 6verens om att matematiska idéer bor introduceras
genom att undervisningen borjar 1 konkreta representationer och sedan gar vidare till allt
mer abstrakta representationer. Idag visar exempelvis den sa kallade Singaporematematiken
att det gir att nd goda resultat dd matematikundervisningen tydligt byggs upp med dessa
tankar som en av de viktiga grundférutsittningarna.

Tanketavlor

En tydlig ging frin konkret till abstrakt utgér ofta en god grund vid begreppsbildning, det
vill siga da elever méter nya begrepp eller vid begreppsutveckling som nir talbegreppet
vidgas fran ental till tiotal och hundratal. En tanketavla (Mclntosh, 2008) kan da vara ett

anvinbart redskap. En tanketavla kan férklaras som ett pappersark som delas i fyra delar
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dir varje del fir en av rubrikerna Ord, Bild, Berdkning respektive Samband. I mitten ritas
en ruta med texten Symboler. Hir ska eleverna anvinda savil konkreta, som bildmassiga
och abstrakta representationer och de kan vid arbete med tanketavlor sjilva vilja i vilken
ordning de ska ta sig an de olika representationerna. Tanketavlorna kan ocksa fungera som
ett redskap for att analysera elevers kunnande eftersom svarigheter att ga mellan olika
representationsformer kan vara ett tecken pé bristande férstaelse. Tanketavlorna kan dven
vara ett redskap for att analysera om undervisningen har stott elevers lirande inom det
aktuella begreppet.

Helheter och delar

Ett ofta férekommande matematiskt begrepp under elevers skolging, som enkelt kan
representeras med konkret material, bilder, situationer, ord och symboler, dr ”del av”. For
att hantera ”del av”’-begreppet vid brik- och procentrikning ir begreppet helhet en ytterst
viktig férkunskap. Elever kan beh&va hjilp att reda ut olika slags helheter, hur de kan delas
och fa det fortydligat hur helheter och delar hanteras matematiskt. Andemeningen i féljande
text gér till stor del att anvinda tillsammans med elever i matematiksvarigheter. Ibland
fungerar det bittre att samtala med elever om vad yngre barn gor istéllet fOr att ta upp ett
innehall som de sjilva upplever som svart och da sldr ifrin sig.

Elevers tidiga méten med helheter och delar

Redan i férskolan delar barnen frukt och de forstdr tidigt att en halv banan idr storre 4n en
halv vindruva. Till och med en fjirdedels banan 4r mer 4n en hel vindruva. Barnen behéver
sedan fortsitta att mota delar av olika helheter. De flesta barn tycker sikert att ett halvt
dpple eller en halv apelsin mattar lika bra, men de flesta skulle inte néja sig med en halv
vindruva och inte heller vilja dta upp en halv vattenmelon sjilv. Liknande resonemang fors
om bade annan slags mat (pizza och tartal) och dryck, och annat som snéren, pappersark,
modellera, utrymme pa en bink, etcetera. Det dr viktigt att lyfta fram vad som dr det hela
och benidmna de olika delarna, och det som ér gemensamt for en frukt, ett snore, en klump
modellera och utrymmet pa en bink dr att de utgdr kontinuerliga mdangder. 1 vardagliga
sammanhang pd denna niva dr det i varje enskilt fall alltid méjligt att ange vad som ér det
hela och, aterigen vardagligt, att se delningen 1 lika stora delar.

Barn fir dven tidigt erfarenhet av att dela upp mingder som bestar av ett antal f6remal.

— Jag far fem vindruvor och du far ocksd fem stycken.
— Om vi tre delar kexen lifa fir vi tva var.
— Jag har sju knappar: tvd dr bla, tre dr roda och tva dr grona.

En helhet som bestar av ett antal saker utgdr en diskret méngd. Ordet diskret kommer i detta
sammanhang frin det engelska ordet *discrete’, atskild, separat och har inget med diskret
lika med foérsynt eller dimpad att géra. Tank pa ”Fem myror ar fler 4n fyra elefanter”, da dr

det enbart antalet djur som dr av betydelse i jimférelsen.
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Fruktdelning sker oftast inte strikt matematiskt korrekt utan handlar f6r barnen mer om att
det ska vara rittvist och de har inga problem med att ge bort en frukt eller en bit som
eventuellt blir 6ver. Nir flaskans bubbelvatten édr jimnt upphillt i fyra glas eller nir
pralinerna dr fordelade lika pa fyra personer, har varje person fatt en fjirdedel av
vattenmangden eller antalet praliner. Till vardags anvinder vi uttryck som att Za hdlften var
och dela i fyra delar, men dd menar vi inte alltid en exakt likadelning som dr grunden for att
forstd tal 1 brakform. Att ordet brak kommer ur tyskans ’gebrochen’, som betyder bruten, dr
bra att kdnna till. Tal i brakform 4r just tal som brutits i mindre, men lika stora delar, och
det maste goras synligt 1 undervisningen. For att bygga upp forstaelsen krivs méinga och
varierade laborativa erfarenheter dir konkreta material och bilder anvinds som
representationer, dir det talade spraket dr utgingspunkt f6r samtal och diskussioner och
brakuttryck skrivs med hela ord, till exempel ’fjirdedel”. P4 sikt uttrycker vi helheten som 1
och de olika delarna med symboler. Detta behdver lirare ta upp och ofta diskutera pad
matematiklektioner sa elever kommer till insikt att de kan vara lite ”vardagligt slarviga” nir
de delar grejer med varandra — ofta enligt principen att en delar och den andre viljer — men

att de maste dela formellt och korrekt nir de arbetar matematiskt.

Pratar vi formellt om en femtedel si dr det en helhet som har delats i fem exakt lika stora
delar. Diremot kan det i praktiken betyda att delarna ser olika ut. I en kontinuerlig mingd
kan en femtedels kvadratdecimeter, som alltid 4r 20 cm?, ritas som exempelvis en rektangel
4- 5 cm? eller 2+ 10 cm?, eller som en lingsmal ruta som ér en centimeter hég och tva
decimeter ling. I en diskret mingd som kulor betyder det att fem barn far lika manga kulor
var, men de 1 sin tur kan ha olika firg eller storlek och vara tillverkade i olika material.

Vid likadelning utg6r varje del en av antalet delar i helheten eller méingden och till
grundlidggande férstaelse hor insikten att varje del 4r mindre 4n helheten och att ju fler delar
en helhet delas i desto mindre blir varje del. Detta ir resonemang som har vardaglig
betydelse for alla elever, ju fler som ska dela pa godiset, pengarna eller utrymmet 1 soffan,
desto mindre del till var och en. Vare sig midngden ér kontinuerlig eller diskret édr det alltid

helheten som avgor hur stora delarna blir.

Aven nir elever har forstaelse for att ju fler delar nagot delas i desto mindre blir varje del,
kan missuppfattningen att 1/9 madste vara storre an 1/5 eftersom 9 ir storre dn 5 finnas. En
vanlig orsak till den missuppfattningen ér att elever inte uppfattar ett brakuttryck som en
helhet, e# tal, dir tiljaren anger antalet delar av helheten och nimnaren visar hur méinga
delar helheten dr delad i. Bréikstrecket atskiljer tdljare och nimnare, sd att férhallandet syns
och detta ska alltid ses i relation till den aktuella helheten. Istillet ser en del elever tva olika
tal dir tiljare och nimnare inte har nagon direkt koppling till varandra. Dessa elever
hanterar ofta tiljare och nimnare var for sig, ndgot som kan bli férédande vid brikrikning

(Figur 5).

Begrepp och representationer Maj 2018
https://larportalen.skolverket.se 12 (14)



Skolverket

o C o
0 0% 00 O°

Figur 5. Illustration av missuppfattning. Eleven ska, i brakform, skriva hur stor del
av cirklarna som dr bla. Eleven jamfor antalet blda och vita, och skriver férhallandet
4/6 istallet for att se helheten, det vill siga hela mingden dir 4 av 10 4t bla.

Division eller brak

Det kan vara svart att avgéra om en uppdelning handlar om division eller brik, oftast dr det
kontexten som avgor. Oavsett vilket dr det dven hidr viktigt att eleverna kommer till insikt
om vad som dr den hela mangden. Det ir intressant att diskutera att resultatet av en
division alltid blir detsamma matematiskt, men att det i praktiken kan fa olika konsekvenser.
5/2 kan riknas ut som en division till 2,5 eller skrivas om i blandad form som 2 V2. Att dela
fem bullar rittvist pd tvd personer ir litt eftersom det dr enkelt att skira itu en bulle i tva
halvor, men motsvarande med fem ballonger dr svarare. Det dr ingen storre glidje med att
fa en halv ballong. D4 4r det bittre att blasa upp den femte ballongen och leka med den
tillsammans! En omelett kan delas i tre bitar, mamma iter en stor bit medan storebror dter
en ganska stor bit och lillasyster en liten bit. Fullt begripligt vid kéksbordet men betydligt
mer svarfingat om det ska uttryckas med formell matematik som i detta fall kanske 4r
1/24+1/3 + 1/6. Denna typ av tankelekar och diskussioner hjilper elever att fi grepp om
vad som dr helhet och vad som dr delar, hur de kan representeras och far lov att hanteras.
Eleverna behéver sedan efter hand referenspunkter, som exempelvis en halv, en tredjedel
och en fjirdedel f6r att f6rhalla sig till och for att f6rsta den analoga klockan.

Lirare vet att manga elever stoter pd problem vid brakrikning och i fétlingningen begrepp
som relaterar till det, exempelvis procent och algebra. Vardagsanvindning av brik var mer
frekvent forr och sedan kom en tid da det inte var helt ovanligt att elever under sina ar i
grundskolan fick ldra sig att omvandla tal i brakform till decimaltal. Sirskilt dd det bérjade
finnas vardaglig tillgdng till minirdknare kunde det uppfattas som ett enkelt sitt att 16sa en
del elevers problem med brék. Aven om det var omtinksamt si var det mindre klokt,
sarskilt for elever som fortsatte studera. Att en elev vet att %2 kan skrivas om som 0,5 ir inte
alltid till hjalp.

En orsak till att elever dr i matematiksvarigheter kan vara att de av ndgon anledning inte har
klarat att ta steget frin konkret manipulerande av material till abstrakta symboluttryck.
Minga elever behover visuellt stod av savil helhet som delar under ling tid, men det
visuella stodet fir inte begrinsas till enbart tartor eller pizzor utan flera olika
representationer behéver anvindas parallellt. Baka girna rektangulira pizzor ibland!
Laborativa matematikmaterial (exempelvis brakstavar, braktavlor och brakburkar samt deras
bildmissiga representationer) bor alltid finnas tillgdngliga. Det finns ménga aktiviteter, spel
och problem dir samtliga elever behéver tillgang till laborativa matematikmaterial. Anvinds

sdadana medvetet och finns som en naturlig resurs underlittar det for elever 1
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matematiksvarigheter att ta stod 1 konkret material 4ven nir flertalet av kamraterna arbetar
pd en mer bildmissig eller abstrakt niva.

Samband med stod i olika representationer

Nir elever redan tidigt far en grundliggande forstdelse for vad “’del av” och ”helhet” dr och
varfor det alltid 4r viktigt att veta vad som ér utgangsliget, hjilper det dem att undvika en
rad missuppfattningar. Leder det i f6rlingningen till férstdelse f6r samband mellan tal 1
olika talomraden och uttryckta pa skilda sitt underlittar det oerh6ért mycket. Eleven
behover inte halla lika ménga enstaka fakta i huvudet utan kan istéllet lita pd sin f6rmaga att
se samband och kunna resonera sig fram, ibland helt abstrakt med enbart symbolsprak,
ibland med hjilp av mer bildmissiga eller konkreta representationer.

Nir elever arbetar med olika representationer hjilper det liraren att f6rsta hur de tolkar och
tinker kring det aktuella begreppet. Eleverna méste vara medvetna om, kunna hantera och
vandra mellan olika representationer och méste férutom att f4 mojlighet att utveckla
forstdelse fOr styrkor och svagheter i olika representationer ocksa diskutera varfor de 1 vissa
situationer viljer en representation framfér en annan. Alltsd behéver undervisningen
vigleda eleverna mellan olika former av representationer. Detta gor ldrare till storsta del
med hjilp av sprik, vilket betyder att spriket bide kan vara en muntlig representation och
en mediator for att stirka undervisningen. D4 liraren besitter kunskap om hur olika
representationer kan nyttjas i férhallande till ett matematiskt innehall underlittar det for att
fa alla elever inkluderade i matematikundervisningen och pa sé sitt 6ka elevers tillginglighet
till matematik.
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